





動角運動量量子数 lにより区別される。たとえば，文献1, Fig. 52(a) (p.128)に，直線3原子分
子の変角振動(既約表現： π )1のエネルギー準位図が描かれており，振動準位 1=v が 1=l を，
2=v が 2,0=l を， 3=v が 3,1=l を， 4=v が 4,2,0=l を，…もつ様子が示されている(図






















= と:1l   
が可能であり，vが奇数であるから l の最小値が1になること(偶数のvについて同様の図を
描くと l の最小値が0になる)，および l の値が1つおき( 3=l と1)になることは(ひとまず)理解
できる5。一方，非直線形分子について，文献1, p.128は次のように解説している。 
 
(直線分子と)同様に， v3C 点群の e 振動(2重縮重振動)の準位 2=v では3重縮重状態が生じ，そ
れらが1つの 0=l と1つの 2=l の状態に分裂する。しかし，直線形分子と違って， lはもはや角
運動量ではなく，すでに見たように， 2=l は 1=l と等価であるから(Q3)， 2=l の既約表現は E
である。したがって， EA)e( 12 += となる(Q4)。 3=v では，直線分子のように2つの(2重)縮重状
態 1=l と 3=l が生じる。しかし， 3=l は 0=l と等価であるから(Q3)， 0=l をもつ2つの無縮重
準位に分裂し，それらは群論より 1A と 2A となる(Q4)。したがって， EAA)e( 213 ++= となる
(Q5)。 
 
                                                  
1 振動モードの既約表現は小文字(upright)で記し，状態の既約表現は大文字(upright)で記す。 
2 本節の(Q1), (Q2), …は初学者の疑問になりやすい箇所を示している。 
3 これらの戸惑いは筆者自身の学生時代の戸惑いです。 
4 原子の軌道 s, p, d, f, …が軌道角運動量0, 1, 2, …に対応し，直線分子の電子の分子軸方向の軌道 σ, π, δ, φ, …に
対応する角運動量が0, 1, 2, …であることから，π振動の角運動量が1であることは(なんとか)想像できる。物理







(Q3) 2=v に関する“ 2=l は 1=l と等価である”という説明，および 3=v に関する“ 3=l
は 0=l と等価である”という説明は，文献1, p.89の解説にもとづいているが，同書 p.89
の解説は縮重振動の基音2を l というパラメータで分類する解説であり，パラメータ l は
縮重振動により生じる振動回転角運動量 l に直接対応していない。パラメータ l の等価
性を利用しないで， EA)e( 12 += および EAA)e( 213 ++= を得る方法はないのだろうか。 
(Q4) 2=v の 0=l に既約表現 1A を対応させているが，引き続く 3=v の 3=l については，
3=l が2つの 0=l に等価であることから既約表現 1A と 2A に対応させている。しかし，2
つの 0=l が 1A と 2A に対応する根拠はよくわからない。この難解さもパラメータ l を用
いたことが原因であるから，(パラメータ 3=l ではなく)振動角運動量 3=l の状態の既約
表現をズバリ与える方法がほしい。 
(Q5) EA)e( 1











N 個の原子からなる分子の各原子はそれぞれ3個 ),,( zyx の自由度(座標)をもつから，分子
全体の運動自由度は N3 であり，そのうち，重心運動に3個，回転運動に2個(直線形分子)ま
たは3個(非直線形分子)の自由度が割りあてられる結果，振動運動は 53 −N 個(直線形分子)ま
たは 63 −N 個(非直線形分子)の自由度をもつ。振動運動の自由度を nと書き，i番目の基準座










1 ɺ  (1) 
                                                  
1 筆者の経験にもとづいた勝手な想像です。 
2 基音(fundamental)とは振動準位 1=v の意味である。Fundamental frequencyあるいは normal frequencyは準位
1=v と 0=v の間のエネルギー差に相当する光の振動数である。 
3 Herzbergは文献1, p.125で“If a degenerate vibrations are excited to higher vibrational states of quantum number jv , the 











































となるが，固有関数 vψ と固有エネルギー vE は基準座標ごとに分解することができて， 
 )()()( 21v nQQQ ψψψψ ⋯=  (4) 
 )()2()1(v nEEEE +++= ⋯  (5) 




















−  (6) 
この方程式を解くと，基準振動 iの固有値と固有関数が 






































γ ====  (9) 
である1。なお， ⋯,2,1,0=iv は振動量子数， iν は(古典的)振動数， iω は(古典的)角振動数，
iv
H は iv 次の Hermite多項式である。 ii Qz 21γ= とおいて 8~0=iv の Hermite多項式を具体的
に表すと， 
1)(0 =zH   (10) 
zzH 2)(1 =   (11) 
24)( 22 −= zzH   (12) 
zzzH 128)( 33 −=   (13) 
124816)( 244 +−= zzzH  (14) 
                                                  
1 本書の iγ を文字 iα で書いている成書も多いが，本書の iγ を文字 2iα に置き換えて記述している成書もあるので，
対応に注意する必要がある。 
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zzzzH 12016032)( 355 +−=  (15) 
12072048064)( 2466 −+−= zzzzH  (16) 
zzzzzH 168033601344128)( 3577 −+−=  (17) 














































ii QQQQV λλλλ ++== ∑
=
⋯  (20) 
式(9)からわかるように，係数 iλ は基準座標 iQ に沿う振動の振動数に対応しているから， iλ
がすべて異なる場合は，すべての基準振動が無縮重振動となる。分子が属している点群の対
称操作を施してもポテンシャルエネルギーに変化はないから2，操作前後ですべての 2iQ に変































)(χ=′→  (22) 
と表される。 
                                                  
1 既約表現の意味で対称性という言葉を使うことがあるが，対称性という言葉はやや漠然としているので，本書













































なる対称操作によっても波動関数は変化しない( vv ψψ →R )。これを群論の言葉で表現する
と「全対称」となり，基底振動準位の振動波動関数はどのような分子でも全対称既約表現に
属している2。 
次に，基準座標のうちの1つ( kQ )に沿う振動だけが 1=kv に励起している場合を考えよう。






































⋯⋯  (26) 
となる4。したがって，波動関数の変換は式(21)あるいは式(22)のように， kQ で決まること
( kQ と同じ)になる( )(v)()(v kkR
Rk ψχψ → )。これを群論的に表現すると， kQ に沿う振動だけが























次に，2つの基準振動 kQ と lQ がそれぞれ 1=kv と 1=lv に励起している場合を考えよう。
この場合，分子全体の振動波動関数は 
 lk
lk QNUQ=),(vψ  (28) 






)(χ→  (29) 
                                                  
1 今後，規格化定数の大きさを考慮しなくてもよい場合は，単に Nと記す。 
2 電子状態を含めた振電状態の既約表現は電子状態と振動状態の既約表現の直積であるから，振動状態が全対称
であれば，振電状態の既約表現は電子状態の既約表現と同じになる。 
3 Hermite多項式に含まれている係数 212 kγ は規格化定数に含めた。 
4 )(v







)(χ→  (30) 

















Rlk ψχχψ →  (32) 
で表され，振動波動関数の操作 R による変換の係数は基準座標 kQ と lQ の操作 R による変換
の係数の積となる。これを群論的に表現すると，基準座標 kQ と lQ の両方がそれぞれ 1=v に
励起した準位の既約表現は kQ と lQ の既約表現の直積で与えられる，となる。 
 
§3 無縮重基準振動の倍音1の既約表現 





























 )24( 2)(v −= kk









k QQQQ =±=→ χ  (35) 
となり，どのような対称操作によっても不変である。式(34)の中の定数2は，当然，操作の影





k QQNU γγψ −=  (36)-1 
 )128(
21323
kkkk QQNU γγ −=  (36)-2 






k QQQQ ±=±=→ χ  (37) 
であり， kQ の変換は式(21)および式(22)と同じであるから， 
                                                  








kkkk QQQQQQ γγχγγγγ −=−±→−  (38) 
となり， kkkk QQ
21323 128 γγ − は kQ と同様に変換されるから， 3=kv の波動関数は kQ すなわち
1=kv と同じ既約表現に属する。式(10) ~ (18)からわかるように，Hermite 多項式 )(zHv はv































λ  (40) 






























































































RRλλλλ  (43) 
となるが( Rt は行列 Rの転置行列)，式(43)が式(40)に等しくなるためには， 
 ERR =)(t  (44) 
である必要があり( Eは単位行列)，その結果， 
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 1−= RRt  (45) 
が成り立つ。式(45)の性質をもつ行列は直交行列1であるから，直交行列による変換(直交変
換)であれば，式(39)の大きさは変換前後で保たれる。直交行列は無限に存在するから，式
(39)の大きさを保って iaQ と ibQ を変換する方法は無限にあることになる2。数学(線形代数学)




の Schrödinger 方程式を満たす，となる。たとえば，関数 aψ , bψ が Hamiltonian Hˆ の固有関数で
あり，同じ固有値 ε をもつとき， 
 aaH εψψ =ˆ  (46) 
 bbH εψψ =ˆ  (47) 
が成り立つ。 aψ と bψ を線形結合して作った 
 bbaa cc ψψψ +=  (ただし， 122 =+ ba cc ) (48) 
について， 
 εψψψεεψεψψψψ =+=+=+= )()(ˆˆ bbaabbaabbaa ccccccHH  (49) 




















)()( +=′→  (51) 
と表される。 
基準座標に関する以上の結果を波動関数に反映させてみよう。2重縮重振動 i が準位 1=iv
にあるとき，可能な状態には， )0,1(),( =ibia vv と )1,0(),( =ibia vv の2つがあり，それぞれ次
の波動関数に対応する。 
 )0,1(),( =ibia vv : ia
ia NUQ=)(vψ  (52) 
 )1,0(),( =ibia vv : ib
ib NUQ=)(vψ  (53) 

































































R RR +=χ  (57) 
が得られる。 
次に，縮重基準座標 iaQ , ibQ と別の無縮重基準座標 jQ がそれぞれ 1=iv と 1=jv に励起し
ている場合を考えよう。可能な状態として， )1;0,1();,( =jibia vvv と )1;1,0();,( =jibia vvv の2
つがあり，それぞれ，次の波動関数に対応する。 
 )1;0,1();,( =jibia vvv :  jia
jia QNUQ=),(vψ  (58) 
 )1;1,0();,( =jibia vvv :  jib
jib QNUQ=),(vψ  (59) 





























































































































aa RRRR χχχχχ =+=+  (64) 





さらに，2つの縮重基準座標 iQ と jQ がいずれも振動励起している( 1=iv と 1=jv )場合を考
えよう。この場合，可能な振動量子数の組 ),;,( jbjaibia vvvv は )0,1;0,1( , )1,0;0,1( , 
































jbibjaibjbiajaia ψψψψ≡  (65)-2 
となり，4つの関数はそれぞれ，次の形をしている。 
 )0,1;0,1(),;,( =jbjaibia vvvv :  jaia
jaia QNUQ=),(vψ  (66) 
 )1,0;0,1(),;,( =jbjaibia vvvv :  jbia
jbia QNUQ=),(vψ  (67) 
 )0,1;1,0(),;,( =jbjaibia vvvv :  jaib
jaib QNUQ=),(vψ  (68) 
 )1,0;1,0(),;,( =jbjaibia vvvv :  jbib































































































































)()()()()()()()( +++=  (73)-2 



























jbibjaibjbiajaiaRjbibjaibjbiajaia ψψψψψψψψ  (74) 
で表すと，変換行列 Rの対角要素に，式(70)-2, (71)-2, (72)-2, (73)-2でアンダーラインを付け
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R χχ=   (75)-3 
となる。したがって，縮重振動波動関数 ),( )(v)(v ibia ψψ と ),( )(v)(v jbja ψψ から生じる4つの縮重基




ibia ψψ と ),( )(v)(v jbja ψψ それぞれが属する既約表現の直積となる2。 
 
§5 縮重基準振動の倍音の既約表現3 
縮重基準座標 iaQ , ibQ が 2=iv に励起した場合を考えよう。このとき可能な振動量子数の
組 ),( ibia vv は )0,2( , )1,1( , )2,0( の3つであり(つまり， 2=iv の縮重度は3である)4，それぞ
れ，対応する波動関数は以下のものである5。 




v −= iaiQUN γψ  (76) 
 )1,1(),( =ibia vv : )4(11
(1,1)
v ibiai QQUN γψ =  (77) 

























































 022011 22 NNN ==  (81) 
という関係がある。基準座標 iaQ , ibQ に対称操作 Rを作用させた結果である式(50), (51)にも
とづいて，対称操作 Rを式(76) ~ (78)の関数に作用させた結果は以下のようになる(文字が煩
雑になるので， )(iaaR , )(iabR , )(ibaR , )(ibbR の添字 )(i は略す)。 
                                                  
1 実は，アンダーライン部以外は計算する必要はなかったのである。(笑) 
2 直積の結果がそのままでは既約表現でない場合は，簡約して既約表現の和で表せばよい。 
3 いよいよ本 monographのメインテーマである。 







QRQRUN γψ   (82)-1 
]2)2(4[ 222220 −++= ibabibiaabaaiaaai QRQQRRQRUN γ  (82)-2 


















QRQRQRQRUN ++→ γψ  (83)-1 






































QRQRUN γψ   (84)-1 
]2)2(4[ 222220 −++= ibbbibiabbbaiabai QRQQRRQRUN γ  (84)-2 













2 2 ψψψ bbbbbaba RRRR ++=  (84)-5 












R  (85) 
が直交行列であるから， 
 122 =+ baaa RR  (各行の規格性) (86) 
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 0=+ bbabbaaa RRRR  (列同士の直交性) (87) 
 122 =+ bbba RR  (各列の規格性) (88) 







































ψψψψψψ  (89) 
となるから，変換行列の指標 )(2 Rχ として2， 
 222 )( bbbaabbbaaaa RRRRRRR +++=χ  (90) 
を得る。すべての対称操作 Rに関する基底関数(式(76) ~ (78))の変換行列の指標から得られる
既約表現は，基底関数から作られる固有関数に含まれている既約表現3と同じものであるか
ら，固有関数の具体的な形を明らかにする必要はない4。 
式(90)は一般式という意味では意義深いが，ある縮重基準座標 iaQ , ibQ (つまり， 1=iv の
波動関数)の操作 R に対する変換行列のすべての対角成分を知るのは面倒であるから，式(90)
は使い勝手が悪い。そこで， )(2 Rχ を 1=iv に関する既知の指標に関係付けることを考えて
みよう。式(57)より， 
 bbaa RRR +=)(χ  (91) 
であるから5， 
 22 2)()( bbbbaaaa RRRRRR ++=χχ  (92) 







































R  (93) 
であるから，指標 )( 2Rχ は 
222)( bbbaababbaaa RRRRRRR +++=χ  (94)-1 
22 2 bbabbaaa RRRR ++=  (94)-2 
となる。式(90)は式(92)と式(94)を用いて表すことができ， 















)( 22 RRRR χχχχ +=  (95) 













ia QRQRQ +→  (96)-1 
2222 2 ibabibiaabaaiaaa QRQQRRQR ++=  (96)-2 
であり，(83)-5の baabbbaa RRRR + という係数は 
))(( ibbbiabaibabiaaa
R
ibia QRQRQRQRQQ ++→  (97)-1 
22 )( ibbbabibiabaabbbaaiabaaa QRRQQRRRRQRR +++=  (97)-2 
さらに，(84)-5の係数 2bbR は 
22 )( ibbbiaba
R
ib QRQRQ +→  (98)-1 
2222 2 ibbbibiabbbaiaba QRQQRRQR ++=  (98)-2 
という関係になっている。つまり，基底関数(76) ~ (78)の中の最高次の基準座標部だけを変
換し，元の基準座標項に付く係数を知れば，変換行列の対角成分が得られるのである。
2=iv の例だけでは説得力に欠けるので， 3=iv の場合について上記の簡略法を適用してみ
よう。縮重基準座標 iaQ , ibQ が 3=iv に励起した場合，可能な振動量子数の組 ),( ibia vv は
)0,3( , )1,2( , )2,1( , )3,0( の4つであり，それぞれ，対応する波動関数は以下のものである。 
                                                  
1 ここでも，1つの既約表現の指標になっていなければ，簡約して既約表現の和として表せばよい。 








v iaiiai QQUN γγψ −=  (99) 




v ibiiai QQUN γγψ −=  (100) 




v −= ibiiai QQUN γγψ  (101) 









































































ia QRQRQ +→   (105)-1 
33222233 33 ibabibiaabaaibiaabaaiaaa QRQQRRQQRRQR +++=  (105)-2 
)()( 22 ibbbiabaibabiaaa
R
ibia QRQRQRQRQQ ++→  (106)-1 




































ibia QRQRQRQRQQ ++→  (107)-1 
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ib QRQRQ +→   (108)-1 









“狙い撃ち”とは，たとえば， ibiaQQ2 について，式(106)-2 




22 +  (110)-1 
ibiabaabaaibbbiaaa QQRRRQRQR
222 )2( +=  (110)-2 
ibiabaabbbaaaa QQRRRRR

















3 )2()2()( bbbaabbbaabbbaabbbaaaaaa RRRRRRRRRRRRR +++++=χ  (111)-1 
3223 22 bbbbbaabbbaabaabaabbaaaa RRRRRRRRRRRR +++++=  (111)-2 
である。 )(2 Rχ を )(Rχ と )( 2Rχ で表したように(式(95))， )(3 Rχ を既知の指標で表すために，




































 333 33)( bbbbbaabbaabaaaa RRRRRRRR +++=χ  (113) 
となる。また，式(90), (91)より 
))(()()( 222 bbaabbbaabbbaaaa RRRRRRRRRR ++++=χχ  (114)-1 
322223
bbbbbaabbbaabbaabbaabaabaabbaaaa RRRRRRRRRRRRRRRR +++++++=  (114)-2 





)( 323 RRRR χχχχ +=  (115) 
が得られる。(帰納的な導出になるが)式(95)と式(115)から， )(Rvχ は 


































をまとめたものが，文献2の Table 7.6.3 (pp.202 ~ 203)および文献3の Appendix X-7 (pp.332 ~ 
333)に記されているから，それらを参考にして，注目している振動準位に含まれている既約
表現を見出せばよい(本書の付録2に文献3の Appendix X-7の結果を掲載した)。§0で疑問の対











縮重した固有関数が2セットを ),( 11 ba φφ と ),( 22 ba φφ と表して，直積をとると， 
 ),,,(),,,(),(),( 4321212121212211 ψψψψφφφφφφφφφφφφ ≡=⊗ bbabbaaababa  (119) 
より4つの関数が得られる2。4つの関数の添字1と2を交換すると， 
12112211 ψφφφφφφψ ==→= aaaaaa  (120) 
32112212 ψφφφφφφψ ==→= abbaba  (121) 
22112213 ψφφφφφφψ ==→= baabab  (122) 
42112214 ψφφφφφφψ ==→= bbbbbb  (123) 
となり， aa 211 φφψ = と bb 214 φφψ = は変換後も自分自身のままであるから“対称”関数である。一
方， ba 212 φφψ = と ab 213 φφψ = は変換後，自分自身でもなく逆符号関数にもなっていないから，系




















2121323 abba φφφφψψΨ −=−=  (125) 




















ΨφφφφφφφφφφφφΨ −=−−=−=−→ abbabaababba  (127) 
となり，新しく作られた関数 2Ψ は対称関数であり， 3Ψ は反対称関数となっている。したがって，
2つの2重縮重関数の積によって3つの対称積(対称関数： 421 ,, ψΨψ )と1つの反対称積(反対称関
数： 4Ψ )の計4つの固有関数が生じている。上記の例での2つの2重縮重関数 ),( 11 ba φφ と ),( 22 ba φφ
は，§4の後半で扱った2つの2重縮重振動がそれぞれ 1=v にある場合(式(65))に対応しており，式
(120) ~ (123)は式(66) ~ (69)に対応している。具体的に，ある分子の異なる e振動(2重縮重振動)が
それぞれ 1=v に励起している状況を考えると， 
 EAAee 21 ++=⊗  (128) 
となり，状態の数は確かに 4211 =++ つである。 
次に，1つの2重縮重関数 ),( 11 ba φφ 自身の直積をとる場合を考えてみよう。まず，式(119)に対応
する直積でできあがる関数は 
 ),,,(),(),( 111111111111 bbabbaaababa φφφφφφφφφφφφ =⊗  (129) 




323 =−= ψψΨ  (130) 
となって“消滅”してしまう。その結果，対称積の3個の関数だけが存在することになる。具体例
として， v3C 点群の e振動(2重縮重振動)が準位 2=v に励起した状況に適用すると， 
 EAE]A[Aee 121 +→++=⊗  (131) 
となり，中辺の ][ を付けた反対称既約表現が実際には生じない関数に対応する既約表現である。
§0で例を示した， v3C 点群の e 振動 (2重縮重振動 )の準位 2=v に含まれている既約表現が
EA)e( 1






ろうか。たとえば，e 振動(2重縮重振動)の準位 3=v ，つまり， 3)e( の結果を得ようとして，
2=v の結果である EA1 + と eの直積をとって 




2 ++=+++=⊗+=⊗  (132) 
としても正しいはずはない( 2)e( については対称積が残されているが，次の eとの直積ではただか
け算されただけで反対称積が除外されていない)。また，式(132)に含まれている状態の数は
62211 =×++ であるが，e振動の 3=v の縮重度は4であるから，式(132)には実際には生じない状
態(反対称関数)が含まれたままである。この(大)問題を解決してくれるのが式(116)である。式
(116)の 2=v に対応する式(95)は3つの基底関数(式(76) ~ (78))から， 3=v に対応する式(115)は4つ
の基底関数(式(99) ~ (102))から得られたものであり，基底関数自身が対称積(対称関数)に相当する
数になっているから，反対称関数が生じないように基底関数が選ばれているのである。式(116)を
用いると EAA)e( 213 ++= が得られるから，式(132)から削除すべき反対称積は1つの E であるこ
とがわかる (が，式 (132)だけを見て，どの既約表現を削除すべきか判断のしようがない )。
eee ⊗⊗ と 3)e( の相違を明確にしておくと， 
 E3AAEAAEEeE)A(Aeee 212121 ++=++++=⊗++=⊗⊕  (133) 
と 
 EAA)e( 21
3 ++=  (134) 
であるから， eee ⊗⊗ の中には反対称積として2つの Eが含まれていることになる。 
 
§6 振動角運動量の導入 
前節までは縮重基準座標である iaQ と ibQ 相互の動きをまったく考慮しなかった。縮重基準
座標 iaQ と ibQ は空間的に直交しているから，両者が位相差 2π で振動すれば， iaQ と ibQ で
できる平面に垂直な軸まわりの角運動量が生じる。これが振動角運動量である。振動角運動
量を波動関数に反映させるには，これまでの直交座標的な iaQ と ibQ はではなく，(角度をあ
らわに扱える)極座標を用いる方が便利である。そこで，基準座標 iaQ , ibQ が作る平面上に
動径座標 ρと方位(角度)座標ϕを導入し， 
 ϕρ cos=iaQ  (135) 
 ϕρ sin=ibQ  (136) 
とする 1。 (式 (135), (136)は座標 ),( ibia QQ が半径 ρ の円上にあることを意味しており，
222 ρ=+ ibia QQ ( ρは定数)と表すことができるから，式(39)が操作によらず不変という条件を
満たしている。) §4で述べたように，直交変換により新たに作られた座標も新たな基準座標
となるから，次のような変換を行う2。 








                                                  



































































1 −=−=−=→ ibiaibib QQQ  (142) 
となる。これまで見てきたように，2重縮重振動が準位vに励起しているとき，2つの量子数







































という形になっている3( 1ac , 1bc などは定係数)。式(143)-2の第1項の次数はv，第2項と第3項
の次数は 2−v ，第4 ~ 6項の次数は 4−v である。前節で明らかにしたように，基底関数の最
高次の基準座標部全体は基底関数全体に含まれている量子状態の情報をもっている。した
がって，式(143)-2の最高次の項である bb ibia QQ
vvv− がとりうる状態を調べれば，基底関数全体
に含まれている(＝基底関数の線形結合で作られる固有関数全体に含まれている)すべての量










1 )2(iii ϕρρρρ ϕϕϕ v
vvvvvvvvv fQQ bbbbb ibia ≡=→
−−−−  (144) 
という関数が得られる。 iaQ と ibQ のいずれにも垂直な方向の角運動量を与える演算子は 
                                                  
1 †A は行列 Aのエルミート(Hermite)共役を表す。ある行列 Aのエルミート共役とは，その行列の転置複素共役
行列( ∗At )を作ることである。エルミート共役を作ることを随伴をとるといい， †A を Aの随伴行列(adjoint 
matrix)と呼ぶこともある。 










vvvv fff bb ℏℏℏ −=−−=∂
∂
−  (146) 
となることより，式(144)の関数は角運動量固有値として ℏ)2( bvv − をもつ。ここで， bvv 2−
の部分に振動角運動量量子数として lの文字を与えて， 
 bl vv 2−=  (147) 

















l  (148) 
となる。以上より，振動角運動量 lが0または1からvまで1つおきの整数になることがわかる。
(Q2への回答) 
式(144)からわかるように，振動角運動量 l をもつ波動関数は変数ϕの関数部分として ϕlie


























l  (149) 
の形をもつ。 ϕ||ie l と ϕ||ie l− に演算子(145)を作用させると， 
ϕϕ
ϕ
||i||i e||)e(i ll l ℏℏ =
∂
∂
−  (150) 
ϕϕ
ϕ
||i||i e||)e(i ll l −− −=
∂
∂
− ℏℏ  (151) 
となり，角運動量が逆符号となるから， ϕ||ie l と ϕ||ie l− は回転方向が逆の運動に対応している。
したがって，ϕの関数部分として ϕ||ie l をもつ波動関数と ϕ||ie l− をもつ波動関数( 0≠l )は同じ



























最初に，最も代表的な対称操作の1つである回転主軸(z 軸, nC 軸)まわりの回転操作 R を考
える。振動角運動量 0>l をもつ状態の波動関数はϕの関数部分として ϕlie をもつものと ϕlie−
をもつもの2つからなる。ϕは主軸まわりの角度であるから，回転角がα であるとき，操作
Rはϕを αϕ + に変化させる操作( αϕϕ +→R )であり， ϕlie と ϕlie− はそれぞれ， 
ϕααϕϕ lllRl ii)(ii eeee =→ +  (153) 
























)e,(e)e,(e  (155) 
となるから，変換行列は(確かに)ユニタリー行列であり，変換行列の指標は αα ll ii ee −+  = 
αlcos2 より， 
 , ( ) 2cos( )l R lχ α=v  (156) 
である。その他の対称操作として主軸を含む面での鏡映操作や二面体軸(主軸に直交する2回
軸)での回転などがあるが，これらは，たとえば， ),(),( ibiaRibia QQQQ −→ ′ という変化をも
たらすから， ϕϕ −→ という操作にあたる。この操作をより一般的に表現して，
)( αϕϕ +−→ ′R と表すと， ϕlie と ϕlie− はそれぞれ， 
ϕααϕϕ lllRl ii)(ii eeee −−+−
′
=→  (157) 
ϕααϕϕ lllRl ii)(ii eeee =→ +
































 EAA =†  (161) 
より， 
 1|||||||||| === ∗AAAAAA t††  (162) 
となる。行列とその転置行列の行列式が等しいことより， 
 1|||||||||| 2 === ∗∗ AAAAA  (163) 
が成り立つから， 


































の向き自体が変わらない操作(n 回軸回転 nC )であり，負の直交変換は1つの座標軸の向きが逆向
き(右手系→左手系)になるような操作(鏡映 vσ , 2面体軸回転 2C′ )に対応している。 
 
なお， 0=l については，常に 1e i =± ϕl であるから，いかなる対称操作に対しても不変，つま
り，変換行列の指標は1となり， 
 1)or(0, =′RRvχ  (167) 
つまり，全対称既約表現に属する。 
式(156), (160), (167)を利用して，振動準位 v, 振動角運動量 lの波動関数に対称操作を施し
た変換行列の指標が得られれば，即，波動関数の既約表現が得られることになるが，重要な
作業は，注目した対称操作が式(156)の R 型なのか，式(160)の R′型なのかの判定である。指
標が0でなければ R 型であることは確実であり，その基準振動の基音( 1=v )の既約表現，つ
まり変換行列の指標( )(1,1 Rχ )は既知であるから，式(156)で 1=v , 1=l とおいた 
 αχ cos2)(1,1 =R  (168) 
からαを決めることができる。こうして得たαを式(156)に代入すれば，注目する振動角運動
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量 lをもつ状態の指標 )(, Rlvχ を計算することができる。 
注目した対称操作の指標が0の場合，その操作が R′型であると即断できない。なぜならば，
R 型の場合でも， 1=l のとき 2π=α であれば， 0)(1,1 =Rχ となり， R′型と区別がつかないか
らである。そこで，指標が0の対称操作について R 型か R′型かを判定するには次の方法を用













































R  (169) 
であるから，その指標は 2πcos22cosee i2i2 −===+ − ααα ，つまり， 
 2)( 21,1 −=Rχ  (170) 











































R  (171) 
であるから，その指標は 
 2)( 21,1 =′Rχ  (172) 
となり，指標が0の場合には連続操作に対する指標から R 型か R′型かを決定することができ
る。 
以上の議論により確立した，2重縮重振動の準位 v で振動角運動量が l の状態の既約表現
を決定する手順をまとめると次のようになる。 
 
1. 注目する基準振動の基音( 1=v )の既約表現を指標表で見つける2 





















4. 0=l の状態は 10, =vχ  → 全対称既約表現 
                                                  
1 R型の操作の連続操作の指標 )( 21,1 Rχ が常に1になるという意味ではなく， 0)(1,1 =Rχ である操作 Rの連続操作



























§0で疑問の対象となった v3C 点群の2重縮重振動 eの 3=v ( EAA)e( 213 ++= )について上記
の方法を適用し，振動角運動量ごとの既約表現を決定してみよう。まず，既約表現 e の指標
)(Rχ のうち，操作 E と 3C の指標は0でないからそれぞれ R 型である。操作 vσ の指標は0で
あるから，すぐには R 型か R′型か決められないが， E=( 2v )σ であるから， 2v )σ( の指標が2
となり， vσ が R′型とわかる(式(172))。次に，αを決めると，操作 Eについては， 2cos2 =α
より 0=α , 3C については， 1cos2 −=α より， 32π=α である。 vσ は R′型と判明しているか
ら，αを決める必要はない。いよいよ指標について，まず， )(1,3 Rχ は )(Rχ と同じである。
次に， )(3,3 Rχ は，操作 E が 20cos2)3cos(2 ==α 1， 3C が )3cos(2 α  = )π2cos(2  = 2， vσ が
( R′であるから)0であり，そのままでは既約表現ではないが，簡約して 21 AA + を得る2。し
たがって， 3)e( 全体に含まれる既約表現だけでなく，振動角運動量 l ごとの既約表現を決定
することができた。(Q4, Q5への回答) 
 
                                                  
1 恒等操作であるから，計算しなくても2である。 
2 v3C 点群の指標表を以下に示す。 
 E  32C  v3σ  
1A  1 1 1 
2A  1 1 −1 
E  2 −1 0 
 
操作R E  32C  v3σ   
)(Rχ  2 −1 0  
型 R R R′   
α  0 32π    
)(1,3 Rχ  2 −1 0 E  
)(3,3 Rχ  2 2 0 21 AA +  
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付録1. n重縮重振動の準位 vの縮重度 
n 重縮重振動の準位vがとりうる状態の数(縮重度)について考えよう。振動の縮重度 n を
入れ物の数とみなし，準位vを振動量子(基音分のエネルギー)の数とみなすと，たとえば，3
重縮重振動が 4=v にある様子を次のように描くことができる。 
 ○○○○  (173) 
「 | 」が仕切りを，「○」が振動量子を表しており，上図は )1,1,2(),,( =icibia vvv に対応し
ている。しかし，(173)の図をもっと簡略化して 
 ○○○○  (174) 
と描いても同じ状態を表すことができる(仕切り2本で入れ物3つを表現できる)。その他の
),,( icibia vvv を描くためには，まず，(174)の図の「 | 」と「○」にある合計6つの要素を並
べ替える順列は !6 個あるが，そのうち，「○」だけを入れ替えた !4 個は区別できず，「 | 」




=  (175) 
となる。 

























































                                                  
1 倍音( ⋯,2,1=v )だけでなく基音( 1=v )についても正しい結果を与える。なお，点群 h55h5v55 ,,,, DDCCC につい
ては文献3, Table 7.6.3 (p.203)を参照のこと。 
2重縮重振動の倍音の既約表現 
(i) hhdh33h3v33 ,,,,,,,,, OOTTTDDCCC   







































































(ii) 6h6d36h6v66 ,,,,,, SDDDCCC   
上記(i)の結果に次の処理をする  
v: 偶数 v: 奇数 
v)e( 1 : Eを 2E とする 
v)e( 2 : Eを 2E とする 
v)e( 1 : AをBに変えて，Eを 1E とする 
v)e( 2 : Eを 2E とする 
(iii) 4h4d24h4v44 ,,,,,, SDDDCCC   





























)BB()BBAA(A)e( 2121211 ++++++= qp
v   
(iv) 直線形分子 ),( hv ∞∞ DC   
v: 偶数 v: 奇数 
v
v EEEEA)π( 6421 ++++= ⋯  v











































(i) hd ,, OOT   













































1 2 1 2
1 2 1 2
1 1 2
2 1 1 2
3 1 2 1 2
4 1 2 1 2
5 1 2 1 2
2 1
(f ) (3 3)
( 0)
7A 3A 9E 9F 12F
A A 2E 3F 3F
A E F
2A 2E F 2F
3A A 3E 2F 4F
4A A 5E 4F 6F
5A 2A 7E 6F 9F
(f ) (f )
q
p p p q
q
′= Γ + + − Γ
+ Γ ≠
Γ = + + + +
′Γ = + + + +
Γ = + +
Γ = + + +
Γ = + + + +
Γ = + + + +






1 2 1 2
1 2 1 2
1 1
2 2 1 2
3 2 1 2
4 2 1 2
5 1 2 1 2
2 1
(f ) (3 3)
( 0)
A 4A 5E 12F 9F
A A 2E 3F 3F
F
A 2F F
A E 4F 2F
2A 2E 6F 4F
A 3A 3E 9F 6F
(f ) : (f ) 1 2
q
p p p q
q
′= Γ + + − Γ
+ Γ ≠
Γ = + + + +
′Γ = + + + +
Γ =
Γ = + +
Γ = + + +
Γ = + + +
Γ = + + + +
v
v vの結果の下付添字 と を入れ替える
 
(ii) h, TT   
上記(i)の結果から下付添字1と2を除去する  
(一般規則)  
















(注) 既約表現 21 F,F を 21 T,T と記す場合もある。  
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付録3. 振動角運動量の導入(極座標表示した Schrödinger方程式の解) 











































−  (179) 




























































ただし， 21ir γρ= であり， ||lNv は規格化定数， )( 2|| 2|)|( rL
l
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